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Planarne mapy s predpisanymi stupnami vrcholov
a oblasti

MARIAN TRENKLER, Kosice

Gvod

Nech Px (M) resp. Avk:(M) oznaduje pofet k-uhclnikovych
oblasti ( x-uholnikov) , resp. k-valentnych vrcholov plenér-
nej mapy 'M so sivislym grafom.

Polo¥me si nasledujuicu otézku: Ak méme dand dvojicu
postupnosti{ p = (pl, Pos p3,...) a v = (v1’~V2’ v3,...)
z celych nezépornych &isel, &i existuje takéd plandrna mapa M,
pre ktoru platf Py (M) = Pys vk(M) = v, pre vietky k# 4.
Ked takédto mapa M existuje, hovorime, ¥e dvojica postupnosti
p, Vv Je realizovatelna.

Z Eulerovej vety vyplyva nasledujica nevyhnutné podmien-
ka ne reslizovenie dvojice p, v '

Z (4-k)(p * v) = 8. (1)
k=1
Daldia nutnéd podmienka je Z kp, = 0(mod2). (2)
k=1

V tejto préci je dand nutnéd a postadujica podmienka
na realizovanie danej dvojice postupnosti{ p, v. V Zpecidlnom
pripede, ked plati pkv= Vi = 0, pre k=1,2 odpoved na uZ
poloZend otézku dévaju préce [1] a [27]. Na rozdiel od
tychto préc pri pouZit{ kon3trukcie opisanej v tejto préci
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mapa M obsshuje podstatne men3{ poZet Stvoruholnikov a
Stvorvalentnych vrcholov.

N43 vysledok je sformulovany v nasledujicej veté:
Veta. Dvojica postupnosti p = (pl, P,y Py eee)s
v = (vl, Y v3,...) z celych nezépornych &isel je realizova-
teIné préve vtedy, ked splila podmienky (1), (2) a odliBuje
‘sa od dvojfe splBiajicich podmienky

= v, = 0 pre vietky k7 0 (mod2) a E Ve T 1(mod2).
k=2(mod4)

Py

(3)
DOk az. Najskdr dokédZeme, Ze dvojica postupnosti p, v
spliajica (1), (2), (3) nie je realizovatelné.

MAIKEVITCH dokézal [3, str. 16], %e dvojica p, v nie
je realizovateIns, ked spfiia (1), (2) a platt P= V= O
pre vietky k# O (mod2)a EZ:: V= 1.
k=2(mod4)

Predpokladajme, ¥e dané dvojica postupnost{ p, v spliia-
jaca (1), (2), (3) Jje realizovatelnd; z toho vyplyva, Ze
existuje prisludnd mapa M. V tejto mape spérujme navzéjom
vietky 2(mod4) - valentné vrcholy, okrem jedného. Pre kaZdd
dvojicu vrcholov, ktord vznikla spdrovanim, zvolme jednu jed-
noduchd cestu, ktord ich spéja. KaZdd hranu tejto cesty dopl-
nime dvoma novymi hranami, ktorych vrcholy budu totoZné 8
vrcholmi dopIliianej hrany. Takymto doplnenim hrén zvéa&di sa
nédsobnost vdetkych vrcholov zvolenej cesty o 3tyri, okrem dvo-
jice 2(mod4) -valentngch vrcholov, ktoré sa stani O(mod4) -
valentné, prifom vznikni len dvojuholniky. Takto vznikne mapa,
ktoréd podla u%¥ uvedenej vety neexistuje.

Ze podmienky postaduju, dokéZeme tak, %e pre kaZdi dvojicu
postupnost{ p,v spliiajicu nevyhnutné podmienky, opi3eme kon-
8trukeciu mapy M, ktord obsshuje predpisany po&et k-uholnikov
a k-valentnych vrcholov pre v3etky k#4, &tvoruholnikov a 3tvor-
valentnych vrecholov. '
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I. Nech platt ka=o
k=5
I.1. v, = 0 (mod2)

Pri kon3trukcii vyjdeme podYa potreby z jednej zo Stvor-
valentnych mép Ml’ M2 alebo M3. Mapu Ml pou2ijeme vo v3etkych
pripadoch, ke@ & = O(mod2) a silasne neplatia obe nasledujice
podmienky py *+ p3 = 0, v # 0, mapu M,, ked & = 0 (mod2) a
nemZeme pouZit M; a mapu M3 v r ipade, ke? 8 = 1(mod2) ,
kde 8 = Z (k-4 ) p,.

k25
Mapa M, (obr.2) obsehuje jeden s-uholnfk A4, ...gg Bg

eeeByy 28-5 3tvoruholniky a s+8 trojuholniky, ktoré oznalime

podla Obrézku Uy, Usjees,lgs tys toyeee,t o Mapa M, ( obr.3)

obsahuje jeden s-uholnik A;...Ag4pBg +eeBy » 28-7 3tvoruhol-
2 2

niky a s+8 trojuholniky Ups UpyeesyUgs tl,...ts+2 . Mapa M

2 2

$tvoruholniky a s+8 trojuholniky ul,...u7,t1,...,ts+1 .

3

Palej vytvorime z s-uholnika Py k-uholnikov, k25. Najskdr
opiZeme ich vytvédranie v mapéch "1 a M3.

Nech k=2m a pk#O. Vyberieme bod R, na hrane A__.A &
bod R, na hrane Bm_le. Spojenim R1 8 R2 novou hranou vznikne
k-uholn{k Aj... m_1R1R2B m-1°°*B1° Vrcholy Rl’ R, si trojva-
lentné; aby boli 3tvorvalentné spojfme ich cestou pretinajicou
len tri Stvoruholniky tak, aby vznikli dva Stvorvalentné vrcho-

ly a tri 3tvoruholniky.

Steny s neprérnym podtom hrén budeme vytvérast po dvoji-
ciach okrem jednej, ked s je nepédrne. Nech k=2m+l a t=2ntl,
pridom pk#O a pt#o. Pre jednoduchost indexovania predpokla-
dajme, %e z s-uholnika za¥fname vytvédrat k-uholnik s t-uhol-
nikom. Najskér vytvorme 2 (m+n-1) -uholnik
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Uy L:?u‘ b obr.2

t‘ —
8, 5, B, Bg
A, A; L As
t, o ul,
A1 U Ug YASI:Z obr.3
: - —
B, B, Bs
Ay A Ay
ty
uZ _ —_- —_ -
u G, US> A%
u b - - = Uy obr.4
B, s Byt
Ayeeehp R RSB 5o+ By « Vyberme bod Pl na hrane
Ap.qAy» bod P, na Bm-le , bod Q, na A A ., abod Q, na

BmBm+l’ resp. Ql na hrane Ale a Q2 na BmRQ’ ked t=5. Spoj-

me P1 hranu s Q2 a bod P2 8 Q1 cestou dfiky dva pretinaji-
cou hranou P1Q2. Takto vznikne dvojica nepérnouholnikov a dvs
Stvoruholniky XPlAle a XPzBsz, kde X je spolo&ny vrchol

cesty P1Q2 8 Ple . Rovnako ako vy33ie vytvorime z trojvalent-

nych vrcholov Pl’Pz’Ql’Qz Stvorvalentné. Na obr. 4 je 5-uhol~
nik s 9-uholnikom,
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obr.5

Takto vytvorime v3etky predpisané k-uholniky, k & 5.

Vytvrdranie k-uholnikov, k=5, v mape N, Jje podobné.
Ked@ existuje také k=2m+l, Ze pk#O, potom vyberieme body R1

na hrane AmAmfl a R2 na BmBm+1 a ich spojenim hranou vznikne

k-uholnik a d@al3{ postup je rovnaky ako vy33Zie. Ked takéto k
neexistuje, potom ka¥d4 stena vznikne rovnako ako prvy nepér-
nouholnik v mape M

.

1
Dalej vytvorime z trojuholnikov postupne V3 trojvalent-
nych vrcholov, P, dvojuholnikov, Py jednouholnikov a vy
Jjednovalentnych vrcholov. Pritom plati zésada, %e okrem nie-
koYkych vynimiek, pozmiefiame trojuholniky v nasledujicom po-

I‘adi u.l’ uz,o.o’ui’ tl, tz,oao,t‘_j, ui+1’t.o’uk, kde i=4,
j=s, k=8, ked sme vychddzeli z mapy Ml; i=3, j=st2, k=6 pri

M, a i=4, J=stl, k=7 pri pouZitd M3.
a)/ v4=0, py * py = 0 (mod2)

V tomto pripade za zdklad kon3trukcie sliZi mapa Ml'
Zo 3tvorice trojuholnikov so spoloZnym vrcholom vznikne
3tvorica trojvalentnych vrcholov a pat $tvoruholnikov, ked
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spolodny vrchol nahradime 3tvoruholnikom. Ked@ potrebujeme len
dva takéto vrcholy, potom do tohto 3tvoruholnika doplnime uhlo-
priedku. Dvojicu trojvalentnych vrcholov a tri étvoruholniky
vytvorime z dvojice trojuholnikov t21-l' 21? i=1 2,...2,

ked na ich hrandch, ktoré su silasne hrenami jedného Ztvoruhol-
nika, vyberieme dva body a tieto spojime novou hranou.

Dvojuholnik vytvorime z dvojice trojvalentnych vrcholov
spojenych hranou, ked@ ich spojime e3te jednou hranou.

Dvojicu dvojvalentnych vrcholov vytvorime z dvoch dvoj-
uholnikov, ktoré vznikli zo 3tvorice trojuholnikov so spolo&-
nym vrcholom, alebo $tvorice trojuholnikov ti""’ti+3 s
i=1,3,..., alebo s-1l. Tieto dvojuholniky s 1ll+3x &tvoruhol-
nikmi (x je pofet bodov vybratych na hrane Ai+}A;12 pri vy-

2 2

tvérani k-uholnikov, k25, ) tvoria sivisld &ast mapy, ktoré
je ohranilené grafovou kruZnicou /. Na obr.6 Jje / nakre-
slené hrubou &iarou. RozreZme mapu pozdl% ["a k Zasti obsa-
hujicej dvojuholniky vytvorme dudlnu Zast (&iarkovane nakres-
lené na obr.6) . Oznalme [ *crufnicu z hrén spajajicich
vrcholy priradené dualizdciou tym 3tvoruholnikom, ktorych hra-
ny boli hranami/ ., PretoZe podet vrcholov /—’ag I—q Jje rovnaky,
mb%eme obe &asti spojit tak, aby vznikla mepa, v ktorej na-
miesto dvoch dvojuholnikov budd dva dvojvalentné vrcholy.(obr.7)

r rsr*

obr. 6 obr. 7
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Jednouholnik vytvorime z trojice trojuholnikov so spoloé&-
nym vrcholom tak, ako je to na obr. 8. Ked takéto trojica tro-
juholnfikov nie je k dispozicii, vytvorime ju postupne tak, ako
Jje to na obrézku 9.

y ’
—
\ N
obr.8
—_ _—

obr.9

a,/ v,= 0, P+ P5s 1 (mod2)
V tomto pripade za zdklad kon3trukcie sluiZi mapa M3.

Postup kon3trukcie Jje rovnaky ako v al/, iba naviac musi-
me opisat vytvorenie dvojice trojvalentnych vrcholov z troju-
holnikov u, a u7 « Tieto vznikni spolu s dvoma Stvoruholnik-
mi, ked spolo&ny vrchol tychto trojuholnikov nahradime hranou.

bl/ Vlf o, Pyt pB# 0

V tomto pripade postupujeme rovnako ako v al/ alebo 82/.
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[Z%:] dvojic jednovalentnych vrcholov naviac vytvorime z
rovnakého poétu jednouholnikov tak, ako je to &iarkovane na-
kreslené na obr. 10. Pred vytvorenim tychto dvojic jednouhol-
nikov nevytvorime v3etky jednouholniky, ale iba jeden, alebo
jeden trojuholnik. Ked vy je nepédrne, potom aj v, Jje ne-
pérne &islo. Dvojicu jednovalentny a trojvalentny vrchol vytvo-
rime 2z Jjednouholnika a trojuholnika podobne, ako dvojicu Jjed-
novalentnych vrcholov.

b2/ v1# 0, py+ P3= 0

Pri kon3trukcii vychédzame z

mapy M,. Postup konstrukcie je podob-
ny ako vy3%ie. V tomto pripade vznik-
ne dvojica jednouholnikov, z ktorych
vytvorime jednovalentné vrcholy,
ked sme predtym pozmenili pérny po-
obr.10 ¢et trojuholnikov na iné predpisané
oblesti a vrcholy. K zmene déjde vo vytvarani trojvalentnych
vrcholeov, a teda aj dvojuholnikov a dvojvalentnych vrcholov,
ktoré budeme vytvarat z dvojic trojuholnikov ti,t
1i=1,2,00048-1.

i+2?

I.2 v, = 1( mod2 )

2
; >
a/ Py 2.

5€¢k=1(mod2)

Ked pi>=2 a i=1 (mod2) definujme novd dvojicu postup-

nosti p’, Vv? nasledujicim spdsobom
’

P{ =P; - 2
P! -

i-1 Pi] + 2

»
p =p ..

k k pre vdetky k#i, i-1,
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v

N
N

v pre vietky t#2,

)
t

resp. ked dva rovnaké nepérnouholniky nie su predpisané, potom

p{ = p; - 1 kde pifo, ijo,
Pig =Py *1 1,5 =1 (moa2)
1= 1=
PP =p.-1
i =P
’ =
Pj-1 “Pj1*1l
pY = Py pre v3etky k#i, i-1, j, j-1,
vé __V2-l
v} = v, pre vietky t#2.

Nech plati sd&asne vi#o a pi+p§=0. Najskér zostrojime

mapu 8 pé k-uholnikmi a vi k-valentnymi vrcholmi, pre vietky
k, v ktorej dvojica (i-1) ~-uholnikov, resp. jeden (i=1)-uholnik
a (j-i) -uholnik maji spolo&nu hranu. Na tej vyberme bod,
ktory bude dvojvalentny vrchol.

Nech si%asne plati vi#O a pi+p§=0. Najskd8r zostrojime
mapu, v ktorej budi vietky predpisané vrcholy okrem jedného d
dvojvalentného a v3etky predpisané steny s dvoma trojuholnikmi
naviac. Tieto trojuholniky musia byt umiestnené tak, aby cesta
pridané pri vytvdrani dvojice jednovalentnych vrcholov z dvoch
jednouholnfkov (bodkodiarkované na obr. 11) pretinala Stvor-
uholnik, ktorého dve hrany si hranami trojuholnikov. Del&{
postup je nakresleny &isrkovane na obrézku 11.

obr.11 b/ 'E P = 1.
54k=1(mod2)

S A . V tomto pripade postupujeme po-
dobne ako v a/. Dvojvalentny vrchol
vyberieme na hrane AsBs’ ktoréd pred
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vybratim tohto vrcholu bola spolo&nou hranou (kx-1) -uholnika,
p 0 & k=1 (mod2) a trojuholnika.

e/ p = 0 pre vietky 5<k= 1 (modz) .

Ked p,22, resp. v. 22, zostrojime mapu, ktoré obsahuje
v3etky predpisané vrcholy a oblasti okrem jedného dvojvalentné-
ho vrchola a dvoma trojuholnikmi naviac. Tieto s dal8imi dvo-
ma trojuholnikmi, resp. dvoma trojvalentnymi vrcholmi vzniknid
z trojuholnikov Ug, Ug, Ug, Ug, V oboch pripadoch méZeme dvo-
jicu trojuholnfikov zostrojit tak, aby mali spolo&ni hranu, na
ktorej vyberieme potrebny vrchol. fed plati %3 + %3 = 0,
potom plil alebo vlél . Postupujeme rovnako agko vy38ie, roz-
dielne bude len vytvorenie dvojvalentného vrchola. V prvom pri-
pade je toto nakreslené tisrkovene na obrézku 12 a v druhom
na otrézku 13.

-————————

I, \\
1 1]
]
| |
| ,’:\\\ /’\\
i 87 Lo\
| ¥ \ /
| 1
| [}
] 1
! H
N L
obr.12 obr.l3
IT1. E p, =0
k=5
. A . * .
Najskér zostrcjime mapu M , ktoré obsahuje Vi k-u-~

holniky a Py k-valentné vrcholy pre v3etky k. PoZadovanu
mapu dostaneme, ked urobime dudlnu mapu k M*
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I11. Zpk#O, ZVK#O

k=5 k=5

a/ Nech si&asne neplati neplati p2=V2=O, pjﬁl, v3‘l

a Z(k-4) pk¢ 2 (mod3) .

k=2b
Najekdr rozlo%ime dené postupnosti na dve dvojice postup-
nost{ r= {rk} ’ w='{wk} a r’=s {ri} y W= {wii} tak, aby
pletilo p = r, + ri a v, = w o+ wp pre v8etky  k#3,

py =Ty * T} -8 r334, r324 a vy =Wyt Wi y prifom dvo-

jice r,w mé splfiat podmienky pripadu I. a dvojica ry, w’
podmienky II.

Novo definované postupnosti mo¥no realizovet podla 1.
a II. Zostrojme prislu3né mapy tak, aby v oboch mapéch 2z

Ujseeeyll, TESPe 2 tiyeeeyt i=1,3,..., alebo s-3, ostala

i+3?
Stvorica trojuholnikcv, ktord pouZijeme pri spéjani obcch mép.

Trojuholniky Ujjese,l, TESD. ti,...,t spolu s 5+3x alebo

4 i+3
8+4x (x Jje polet bodov vybratych na hrane aAji+3 Ait+5 pri

2 2
vytvérani{ k-uholnikov, k25,) urduji kruZnicu [T, Je nakres-
lend hrubpu &iarou na obr. 14. Ked vynechdme tu &ast mapy,
ktoréd obsahuje trojuholniky, 3tvoruholniky a je ohranilend
kruZnicou /—"vznikne stena, ktorej ka?dy vrchol je trojvalentny.
Ked@ je v oboch mapéch polet hrén fq'rovnaky, postupne stotoZ-
nime vrcholy kruZnic /7’ oboch mép, a takto vykondme spojenie.
V opa&nom pripade najskdr musime zvi¥3it podet vrcholov =’
v jednej z dvojice mép o pérny podet tak, aby bol v oboch
rovnaky. Toto vykonéme pred vyt%éranim predpisanych trojva-
lentnych vrcholov tak, Ze na fﬁlvyberieme potrebny podlet
bodov a tietopo dvojiciach spojime novymi cestami, ktoré vy-
tvoria len daldie 3tvoruholniky. Dvé takéto cesty su &iarko-
vane nakreslené na obr. 14,
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4

‘7 -
A

I

S mme—— - -———

. -

H { =v =0 & £ Z -
b/ Nech plati p, v, c, Py 1, vy 1 =a (x 4)pk£

k5
£ 2(mod3 ) .
bl/ pp #0
Ked vi#O pre 126, definujme dvojicu postupnosti p’, v’
nasledovne
pf =P "1
’ -—
P =P -1 kde p, #0, k5
Pgop = Pgp T2
p3 - pj pre vietky Jj#l, k-1,k
v) =v, -1
i i
Vi-Z - Vi-2 1
v{ = vy ~ pre vietky t#i-2,i,
resp., ked Z \ 0
i2¢6
L) = -
Vs v, 1
’ =
Vi Vi pre vdetky t#5.
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Dvojica postupnostf p’, v’ spiiia predpoklady predché-

dzajucich pripadov, preto opisanou kondtrukciou mdZeme vytvorit
mapu, Vv ktorej jeden (i-2)-va1entny vrchol je vrcholom (i-1)-
-uholnika, resp. tento mé4 dva 3tvorvalentné vrcholy spojené
hrenou. V tejto mape doplnime chybajici jednouholnik, zviE3i-
me nésobnost jednej streny a jedného resp. dvoch vrcholov tak,
ako je to na obrézkoch 15 a 16.

————

/”--~‘ P
1]
R | —> / obr.15
"\ \\
N - S
Ila‘~s_ II’_‘~-
H
' - — -
v i i obr.16
\\ \\
\, '~

- -
-~ V-

--——

b2/ pl= (0]

Po¥adovani mapu dostaneme z prisludnej duélnej mapy, kto-

ri zostrojime, ked@ pouZijeme bl/'

[1]
[2]

£3]
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